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MỞ ĐẦU

Cho f ∈ R[X] là đa thức theo n biến X1, . . . , Xn. Nếu f biểu diễn được

thành tổng bình phương hữu hạn đa thức trong R[X] thì rõ ràng f không

âm trên Rn. Do đó, một câu hỏi tự nhiên được đặt ra là chiều ngược lại

có đúng không, tức là

f > 0 trên Rn =⇒ f ∈
∑

R[X]2?

Câu trả lời đúng cho đa thức một biến, nhưng không đúng nói chung cho

nhiều biến và được Hilbert chứng minh rất hình thức vào năm 1888.

Bài toán trên được phát biểu mở rộng cho trường hợp biểu diễn đa thức

không âm trên một tập nghiệm K của hệ hữu hạn bất phương trình đa

thức. Giả sử G = {g1, . . . , gm} là họ đa thức thực m biến và K ⊂ Rn được

xác định bởi

KG = {x ∈ Rn | g1(x) ≥ 0, . . . , gm(x) ≥ 0}.

Một tập T ⊂ R[x] được gọi là tiền thứ tự nếu T chứa tổng bình phương,

đóng với phép cộng và nhân. Ký hiệu TG là tiền thứ tự bé nhất chứa G.

Khi đó mọi đa thức thuộc TG đều không âm trên K. Vì vậy bài toán biểu
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diễn đa thức dương trên K được phát biểu như sau: Nếu đa thức f ∈ R[x]

dương trên K thì f có thuộc T không?

Gần đây, với lời giải của Schmudgen [7] khẳng định đa thức f ∈ TG

trong trường hợp tập K compact vào năm 1991, và cho đến bây giờ chỉ có

lời giải cho một số trường hợp tập K không compact.

Mục đích của luận văn là trình bày lại kết quả về biểu diễn đa thức

không âm trên dải [0, 1]×R. Kết quả này được viết trong bài báo: Marshall

M. (2010), "Polynomials non-negative on a strip", Proc. Amer. Math. Soc.,

138 (5), 1559–1567 và được mở rộng trong bài báo Nguyen H. and Powers

V. (2012), "Polynomials non-negative on strips and half-strips", J. Pure

Appl. Algebra, 216 (10), 2225–2232.

Ngoài Mục lục, Lời mở đầu, Tài liệu tham khảo và Kết luận, nội dung

chính của Luận văn gồm 2 chương, được hình thành chủ yếu từ các tài liệu

[2], [3]:

• Chương 1 : Biểu diễn đa thức không âm trên dải [0, 1]× R

• Chương 2 : Một số ứng dụng

Trong Chương 1 cung cấp những khái niệm cơ bản trong Hình học đại số

thực cho đa thức và các kết quả được sử dụng trong Luận văn gồm: Bài

toán thứ 17 của Hilbert và Định lý biểu diễn đa thức không âm trên dải.

Trong chương 2 trình bày ứng dụng của Định lý biểu diễn đa thức không

âm trong tối ưu đa thức và giải quyết Bài toán mômen.
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Chương 1

Biểu diễn đa thức không âm trên

dải [0, 1]× R[0, 1]× R[0, 1]× R

Trong chương 1 trình bày một số kiến thức về biểu diễn đa thức không

âm trên dải. Các kiến thức trong chương này được tham khảo từ các tài

liệu [2], [3].

1.1. Giới thiệu bài toán và các kiến thức chuẩn bị

Trước tiên, luận văn trình bày một số khái niệm cơ bản trong Hình học

đại số thực cho đa thức được trích dẫn từ công trình của Marshall.

1.1.1. Định nghĩa

Cho A là một vành giao hoán có đơn vị 1. Kí hiệu
∑
A2 là tập hợp của

các tổng bình phương trong A, tức là tập hợp các phần tử có dạng

k∑
i=1

a2i , k ∈ N, ai ∈ A, i = 1, . . . , k.

Cho n ≥ 1, kí hiệu R[X1, . . . , Xn] := R[X] là vành các đa thức n biến

X1, . . . , Xn với hệ số thực;
∑

R[X]2 là tập hợp gồm tổng hữu hạn các bình
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phương của các đa thức trong R[X], tức là tập hợp các phần tử có dạng

k∑
i=1

f 2i , k ∈ N, fi ∈ R[X], i = 1, . . . , k.

Định nghĩa 1.1.1. Cho A là một vành giao hoán có đơn vị 1.

(i) Một môđun bậc hai trên A là một tập con M của A thỏa mãn:

• M +M ⊆M ;

• 1 ∈M ;

• a2M ⊆M với mọi a ∈ A.

(ii) Một tiền thứ tự trên A là một tập con T của A thỏa mãn:

• T + T ⊆ T ;

• T · T ∈ T ;

• a2 ∈ T với mọi a ∈ A.

Từ định nghĩa 1.1.1 chúng ta có một số nhận xét sau.

Chú ý 1.1.2. Cho A là một vành giao hoán có đơn vị là 1. Khi đó:

(i) Mỗi tiền thứ tự trên A là một môđun bậc hai trên A.

(ii)
∑
A2 là tiền thứ tự nhỏ nhất trên A.

Bây giờ chúng ta xét A là vành đa thức R[X] := R[X1, . . . , Xn] và

G = {g1, . . . , gm} là một tập con của R[X]. Khi đó:
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